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ХАОСТЫ МАТЕМАТИКАЛЫҚ МОДЕЛДЕУДІҢ КЕЙБІР МӘСЕЛЕЛЕРІ

Болатқызы М.

Хаостың теориясы – белгілі бір жағдайда хаосқа (динамикалық хаос,
детерминирлік хаос) түсетін, сызықты емес динамикалық жүйенің күйін
сипаттайтын, математикалық аппарат. Қарастырылып отырған құбылысты
теориялық тұрғыда айқындап анықтау үшін, хаосты зерттейтін математика
саласын келесідей атаймыз: динамикалық хаос теориясы [1].

Бұл жүйелерге мысал ретінде, атмосферадағы құбылыстар, ағындардың
турбуленттілігі, жүрек аритмиінің кейбір түрлері, биологиялық популяциялар,
қоғамды және оның бөліктерін: экономикалық, саяси, психологиялық
(тарихи-мәдени және интер-мәдени) және басқа әлеуметтік жүйелердің
коммуникациялық жүйелері ретінде қарастырылуы. Оарды зерттеу,
рекуренттік қатынастарын анықтау, аналитикалық талдаулардан өткізу
мәселелерін шешу, олардың математикалық моделін құрудан басталады,

Хаостың теориясын зерттегенде байқағанымыз, күрделі жүйелердің
сипатын математикалық моделдегенде, ол бастапқы шарттарға өте сезімтал
тәуелді екенін көреміз, яғни, болар-болмас оның өзгеруі болжамға келмейтін
салдарларға соқтырады.

Хаотикалық сипаттағы математикалық жүйелер детерминирлі болады,
яғни, әлдебір заңдылыққа қатаң бағынады, белгілі бір мағынада реттелген.
«хаос» сөзіне бұлай интерпретация берілуі, оның әдеттегі қолданыстағы
мағынасынан бөлектеу. Физика ғылымының жекелей бөлімдері – кванттық
хаос теориясы – детерминирленбеген кванттық механика заңдарына бағынған
жүйелерді, зерттейді.

Хаотикалық сипатта сұрыпталған динамикалық жүйенің келесідей
қасиеттері болуы керек:

1. Ол бастапқы шартқа өте сезімтал болуы керек.
2. Оның топологиялық араластық қасиеті болуы керек.
3. Оның периодты орбитасы барлық жерде тығыз болуы қажет.
Хаостың туындауының дәлірек математикалық шарттары төмендегідей

болады: жүйенің сипаты сызықты емес болуы, глобалды тұрақты, бірақ ең
болмағанда тербеліс түрдегі тұрақсыздықтың бір нүктесі болып, жүйенің
размері 1,5 – тен кем болмағаны дұрыс.

Сызықты жүйелер ешқашан хаотикалы бола алмайды. Динамикалық
жүйелер хаотикалы болуы үшін, ол сызықты емес болуы қажет.
Пуанкаре-Бендиксон теоремасы бойынша, үзіксіз динамикалық жүйелер
жазықтықта хаотикалы бола алмайды. Үзіксіз жүйелер ішінде хаотикалық
сипат, тек, жазық емес кеңістік жүйелері (ең болмағанда үш өлшемді немесе
евклидті емес геометрия болуы міндетті). Бірақ, дискретті динамикалық жүйе



белгілі бір кезеңде, бір немесе екі өлшемді кеңістікте хаотикалық сипатта
болады.

Бұл жүйелердің бастапқы шартқа сезімталдығы, алғашқыда барлық
нүктелер бір-біріне жақын орналасып, уақыт өте өз ара қашықтау
траекториясы тым алшақтай бастайды. Сондықтан, ағымдағы траекторияның
еркін түрде шамалы өзгеруі, оның келешектегі сипатының кең көлемде
өзгеруіне соқтырады. Айтылып отырған, екі қасиет бастапқы шартқа
сезімталдығының көрсеткіші болады  (альтернативі, хаосты анықтаудың әлсіз
түрі жоғарыда келтірілген тізімдегі бірінші екі қасиетті қолданылуы).

Хаосты сипаттайтын моделдің бастапқы шартқа сезімталдығын Э.
Лоренцтің 1972 жылғы «Болжам: Бразилиядағы көбелек қанатының
серпілуінің Техас штатында торнадо тудыруы» мақаласындағы
тұжырымдарға сәйкес, «Көбелек эффектісі» атпен белгілі. Ғалым бұл жерде
тұспалдап жүйенің бастапқы жағдайына шамалы түрткі болса, кездейсоқ
құбыластардың тізбектеле орын алуынан, кең көлемде өзгеріске
ұшырайтынын меңзеп отыр. Егерде көбелек қанатын қақпаса Техас штатында
торнадо болмай, онда бұл жүйе күйінің өзгеру траекториясы басқаша болуы
жүйенің сызықты екенін дәлелдер еді. Және айтарымыз, бастапқы жағдайда
шамалы өзгерістің салдары болмауы да мүмкін [1].

Күнделікті өмірде хаотикалық сипаттағы мысалға, миксердегі сұйықтың
қозғалуын алуға болады. Бұл қондырғы ішіндегі сұйық қозғалысы қарапайым
механика заңына бағынады: оның пышақ-қозғағышы тұрақты жылдамдықпен
айналады, миксер ішіндегі сұйық пен пышақ арасындағы өзара әсерін
қарапайым детерминистік теңдеулермен сипаттауға болады. Маңыздысы, бұл
жағдайда пайда болған сұйықтың қозғалысы мейлінше күрделі. Пышаққа
жақын аумақтар кесіліп, бөлінеді, ал, қашық орналсқан бөлігі сол пышаққа
жақындауы мүмкін. Қысқаша айтқанда, сұйық белсенді араласады, миксердің
міндетіде сол.

Хаосты сипаттайтын моделдің топологиялық араласы болуы, хаос
динамикасы бойынша жүйенің кеңейу схемасының, оның бір аумағындағы
кеңейу кезеңінде, басқа бөлігіне әсерінің болуынан көрініс табады. Басқаша
айтсақ, «араласу» ұғымының математикалық тұрғыда, әртүрлі бояулардың
немесе сұйықтардың араласуына сәйкес.

Кейде бастапқы шартқа сезімталдығын, сол хаостың өзімен жиі
шатастырады. Жалпы, хаос өлшеу көрсеткіштерін таңдау мен жүйенің нақты
бір кезеңінде уақыт қашықтығын анықтауға тәуелді болады, яғни, хаосты
айыру белгісі өте нәзік және мейлінше күрделі. Мысалы, қарапайым
динамикалық жүйені қарастырайық, бастапқы шартын бірнеше рет еселесін,
мұндай жүйе уақыт өте өз күйінің барлық жерінде бастапқы шартқа
тәуелділігі білінеді, бастапқы кезде жақын көрші болған екі нүкте, кейінен
кездейсоқ жағдайларға сәйкес бір-бірінен мейлінше алшақтайды. Бірақ, бұл
сипат қарапайым, себебі, нөлден басқа нүктенің бәрі шексіздікке ұмтылады,
ол өз кезегінде, мұның топологиялық араласу емес екенін көрсетеді. Әдетте,
хаос ұғымына анықтама бергенде, жабық жүйелерді қарастырып, ондағы
бастапқы шартқа сезімталдығын, кеңеюін және араласу ұғымымен
біріктіріледі.



Тіптен, жабық жүйелердің өзінде, бастапқы шартқа сезімталдығы біз
айтып отырған хаостан өзгеше. Мысалы, торды қарастырамыз (геометриялық
фигура, өзі орналасқан жазықтықта шеңбердің өз осінде айналуының беті -
бублик түріндегі формада болады), мәні нөлден 2π –ге дейін өзгеретін, екі
бұрышпен (x, y) берілген. Кез-келген (x, y) нүктесінің бейнесі (2x, y+a) түрінде
анықталады, және мұндағы a/2π мәні иррациональды. Бейнедегі бірінші
координатаны екі еселеу бастапқы шартқа сезімталдығын көрсетеді. Бірақ,
екінші координатаның иррациональды өзгеруіне сай, ешқандай периодтық
орбита жоқ, демек, жоғарыда келтірілген анықтамаларға сәйкес бейне
хаотикалы емес [2].

Уақыт өте динамикалық жүйенің күйлерінің ұмтылатын жиыны (дәлірегі
—фазалық кеңістіктің нүктелері) – аттрактор деп аталады. Ағылшын термині
(attract)  тарту, тартып жақындатуды білдіреді. Аттра́ктордың қарапайым түрі,
өзіне тартатын қозғалмай тұрған нүкте (мысалы, үйкелісті маятник есебі) және
периодты траектория (мысалы – кері оң байланысты контурда өздігінен
қоздырылатын тербелістің бар болуы).

Хаотикалық сипаттың бізді қызықтыратыны, бастапқы шарттардың көп
жиынтығы аттрактор орбитасының өзгеруіне соқтыруы. Хаотикалық
аттракторды көрсетудің қарапайым тәсілі – аттрактордың тартылыс
аумағының нүктесінен бастап, соңынан, оның кейінгі орбитасының графигін
жасау. Топологиялық транзитивтің жағдайына сай, бұл ақырғы аттрактордың
толық бейнесінің келбетіне ұқсайды. Мысалы, маятникті сипаттайтын жүйе –
екі өлшемді кеңістік және ол маятник күйі мен жылдамдығының
мәліметтерінен тұрады. Маятник күйі мен оның жылдамдығының графигін
тұрғызуға болады. Маятниктің тыныштықта тұрған күйі нүкте, ал, бір
периодта тербелісі графикте қарапайым тұйық қисық сияқты көрінеді.
Графиктегі қарапайым тұйық қисық - орбита деп аталады. Маятник
қозғалысында мұндай орбиталар шексіз болады, көрінісі бойынша бір-біріне
орналасқан эллипстің жиынын қалыптастырады [3].

Лоренц моделі алғашқы шартқа өте сезімтал. Ендірілетін мәліметтердің
сәл өзгеруінің өзі, уақыт өте нәтижелердің тым өрескел алшақтауына
соқтырады. Бұл бастапқы шартқа тәуелділік құбылысы - хаос деп аталды.Осы
бастапқы шартқа тәуелділік, тұрақсыз динамикалық жүйелерде ұзақ мерзімді
болжам жасай алмайтынымызды көрсетеді. Кез-келген бастапқы шарттағы
қателік, әйтәуір бір уақыттың ұзақ мерзімді бөлігінде нәтижені алдын-ала
айтуға мүмкіндік бермейді. Атап айтсақ, Лоренц моделінде желдің
жылдамдығын анықтау үшін, осы моделге жер атмосферасының әр нүктесінің
температурасы  мен қысымының мәндерін ендіру қажет болады, сонда ғана
ұзақ мерзімге сенімді болжам жасауға мүмкіндік аламыз. Ендіру
мәліметтерінің абсалютті дәл болуы міндетті. Іс жүзінде олай болуы мүмкін
емес, яғни осы дәлдікті қамтамасыз ете алмағандықтан хаос туындайды.

Хаос пен кездейсоқтық ұғымдары бірдей емес, кездейсоқтық
себеп-салдарсыз кенеттен туындаса да, белгілі бір интерпретацияда
реттелгенін байқаймыз.

Ұзақ уақыт хаос шынайы өмірде орны жоқ, әлде бір математикалық
абстракция ретінде қабылданып келген. Жапон ғалымы Леон Чуа хаосты
қолдан жасауға болатынын (яғни, жасанды) көрсету үшін, электр тізбегін



құрды. Чуа тізбегі хаотикалық сигналдарды туындататын, бірінші электр
тізбегі болды [3]. Электр тізбегіндегі өзгеріп отырған сигналдардың
математикалық моделін құру өте күрделі болғанымен, тізбектен уақыт
бойынша өзгеріп өтіп жатқан кернеулер мен токтарды бірінші ретті
дифференциальды теңдеулер жүйесімен сипаттаймыз. Бұл теңдеулердің
сандық шешімі бойынша, тізбектің компоненттерінің арасындағы белгілі бір
қатынаста, уақытқа сай айнымалылардың мәндерінің өзгеруі хаотикалық
сипатта болады.

Хаостың теориясының қалыптасуына Пуанкаре, А. Колмогоров пен Л.Н.
Ландау үлес қосты. Мәселен, ламинарлық сұйық ағысының турбуленттік
(құйындық) ағымға айналуының математикалық моделін А. Колмогоров
құрды. Бұл модель аэродинамикалық тәжірибелерге қажет болды. Құйындық
құбылыстың динамикасының математикалық моделін құруда, арнайы
құйынды қарастырып, оны қайта-қайта кішірейткен масштабқа  келтіріп,
құйынды соншалықты кішірейткенде, сұйықтың тұтқырлығы ағынға әсер
етпейтін жағдайда қарастырылды [4].

А. Колмогоров хаос теориясында сұйықтықты біртекті, яғни, өте
кішкентай бірдей құйын ағындарынан тұрады деп қарастырды. Мұндай
топшылау ғылыми зерттеу барысында біршама ұтыс бергенмен, кейінірек,
бәрібір хаос теориясында Пуанкаре моделін қабылдауға тура келді. Пуанкаре
тентек өзен ағысын бақылай отырып, құйындардың сұйық ағысының бар
тәнінде емес екенін, яғни, өзеннің негізгі бөлігі тыныш қалыпта болатынын
анықтады. Сондықтан, біртекті сұйықтың моделі үзікті жағдайдағы моделге
ауысты. Бұл саладағы келесі қадамды Л.Н. Ландау жасады, ол құйындардың
өзара бәсекелес барысында үймелеуін ескерді.
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