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Э. ЛОРЕНЦТІҢ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР ЖҮЙЕСІН САНДЫҚ
ӘДІСТЕМЕМЕН ШЕШУ

Болатқызы М.

Үш өлшемді динамикалық жүйеде, атмосфералық құбылыстарды
моделдеуді 1963 жылы Э. Лоренц жасады. Өткен уақыт арасында ғылымдар
әлемінде бұл тақырып қызу талас тудырып, ғылыми зерттеулер мен жарыққа
шыққан ғылыми еңбектер саны күннен-күнге артып келеді. Аталған моделге
қызығушылықтың көбеюінің көп себептерінің бірі, Лоренцтің
дифференциалдық теңдеулер жүйесінің (1) шешімінің траекториясы
хаотикалық сипатта болуы. Ескеретін жағдай, зерттеліп отырған мәселеде
айқындылықтың жоқтығы.

Э. Лоренцтің дифференциалдық теңдеулер жүйесі – бұл үш өлшемді
сызықты емес автономды бірінші ретті дифференциалдық теңдеулердің келесі
түрдегі жүйесі:

х’
1 = σx1 +  σx2,

x’
2= - x1x3 + rx1 - x2,

(1)
x’

3 = x1x2 - bx3

Мұндағы σ, b және r - параметрлер. Э. Лоренц (1) жүйені зерттеп, сандық
интегралдағанда анықтағаны параметрлердің келесі мәндерінде: σ = 10, b = 8/3
және r = 28 болғанда динамикалық жүйенің, бір жағынан хаотикалығы
байқалса, барлық траекториясының сипаты біркелкі еместігі, ал, екінші
жағынан барлық траектория t → +∞ ұмтылғанда, қайсыбір күрделі құрылған
жиынға тартылады – яғни, аттракторға [1].

Жүйедегі параметрдің кейбір мәндерінде жүйе шешімдерінің
траекториясында хаос туындайды. Хаостың туындауы жүйені басқарудың
мүмкін еместігіне соқтырады, сондықтан, хаосты зерттеу өте маңызды. Қазіргі
таңда, жүйенің құрылымдық тұрақтылығының Ляпунов бойынша теориясы
бар, ол өз кезегінде хаосты бірінші ретті дифференциалдық теңдеулер
көмегімен зерттеуге мүмкіндік береді. Мысалы, жүйе параметрінің
координаттарының траекториясының уақытқа тәуелділігі хаосты тудырады
және жүйе шешімінің сипаты сұйықтың ағынының турбуленттілікке
(ретсіздікке, хаотикалыққа) соқтыратынын көреміз.

Э. Лоренц моделі атмосферадағы ауа-райының өзгеруін болжауға
арналған. Әйтседе, бұл модель келесі жүйелерге: ағындардың
турбуленттілігіне, жүрек аритмиінің кейбір түрлеріне, биологиялық
популяцияларға қолдануға болады. Және қоғамды және оның бөліктерін:



экономикалық, саяси, психологиялық (тарихи-мәдени және интер-мәдени)
және басқа әлеуметтік  жүйелерді зерттеуде коммуникациялық жүйелер
ретінде қарастыра отырып, аталған моделді іске асыру мүмкіндігі. Оларды
зерттеу, бар рекуренттік қатынастарын анықтау, аналитикалық талдауларды
жасау, әдетте, хаостық құбылыстың математикалық моделін құрудан
басталады.

Қазіргі кезеңде табиғи және физикалық құбылыстарды зерттеу
барысында, олардың математикалық моделін жасауда көптеген қиындыққа
кездесеміз, сондай күрделі есептердің бірі табиғаттағы құбылыстың хаосы,
нақты айтқанда, ол үшін моделін ұсынған Лоренцтің дифференциалдық
теңдеулер жүйесін (1) шешуді компьютерде моделдеу. Оны компьютерде
моделдеудің қажеттігі, тікелей тәжірибе жүзінде іске асырудың мүмкін
еместігі және оны сандық түрде компьютерсіз шешудің мүмкін еместігі [1].
Сондықтан, бұл мақалада Э. Лоренцтің дифференциалдық теңдеулер жүйесін
(1) шешу сандық әдістеме түрінде қарастырылады.

Әдетте, Лоренц моделі жер атмосферасында болатын ауа-райының
құбылыстарының тұрақсыздығын зерттеу үшін қолданылады. Моделде үш
айнымалы қарастырылады: айнымалы X - конвекция интенсивтігін көрсетеді,
айнымалы Y - туып келе жатқан және кетіп  жатқан ағындардың
температураларының айырмасын көрсетеді, айнымалы Z - уақыт бойынша
әлдебір кеңістік нүктесінің вертикалды тепературасының өзгерісін көрсетеді.

Моделдің сипаттық ерекшелігі кері байланыста үш тұзақтың болуы.
Көтеріліп отырған мәселелер гидро- және аэродинамика есептері –

турбуленттілікті сипаттап математикалық моделін жетілдіру, оның Лоренц
моделіне қатыстылығын айқындау өзекті тақырып болып отыр. Оның үстіне,
турбуленттіліктің Лоренц моделіне немесе оның аналогына қатыстылығы
анықталмаған.

Қойылып отырған мәселелерді шешу барысында, келесі есептерді
шешуге тура келеді:

1. Жүйені шешудегі Лоренц ендірген модель көмегімен алынған жүйе
траекториясының сипатын зерттеп, оны турбуленттік конвекцияға және
динамикалық жүйе траекториясының хаостық сипатын зерттеуге қолдану
мүмкіндігін қарастыру.

2. Компьютерлік моделдеуде Лоренц моделінің параметрлерінің
өзгерісінің жүйеге әсерін зерттеу.

3. Компьютерлік моделдеуде Лоренц моделінің шешімдерінің
тұрақтылығын зерттеу.

4. Компьютерлік моделдеуде Лоренц моделінің шешімдерін Ляпуновтың
ұсынған әдістемелермен салыстыра тұрақтылығын зерттеу.

5. Қолда бар қолданбалы бағдарламалар дестесін пайдалана отырып,
компьютерлік моделдеуде Лоренц моделінің шешімдерін Ляпуновтың
ұсынған әдістемелермен салыстыра тұрақтылығын зерттеудің бағдарламасын
құру.

Қарастырылып отырған (1) жүйенің аттрактордағы шешімдерінің кейде
тұрақсыз болуы орын алады, бұл ұйғарым [1] еңбекте келтірілген. Бұл
дегеніміз, жүйені шешуде классикалық сандық шешу әдістемелерін ұзақ
уақыт аралығында қолданудың дұрыс еместігін көрсетеді (негізінде, осындай



уақытттың аралық кесінділерінде динамикалық жүйенің жеткілікті жиыны
тұрғызылады).

Мұндай қиындықты шешу жолдарының бірі, есептеудің өте жоғарғы
дәлдігіне өту болып табылады, бірақта, бұл зерттеушінің мүмкіндігін қатаң
шектейді: біріншіден, қателікті азайтудың дәрежелік еркіндігінің төмендетуін
(интегралдау қадамының шамасын өзгерту және есептеу үрдісін басқаруда
нақты сандарды бейнелеудегі дәлдігін арттыру), екіншіден, өте кішкентай
қадам -да есептеудің көлемінің көптігі. Сонымен қатар, бұл мәселені
шешудің өзге жолы, дәрежелік қатарлардың қолдануы болып табылады.
Айтылған әдістеменің динамикалық жүйелер (1) үшін жетілдірілген әдісі [2]
келтірілген, ол өз кезегінде дәрежелік қатарлардың жіктелу коэффициенттерін
шапшаң есептеуге мүмкіндік береді.

Лоренц моделін r параметріне тәуелділігін компьютерде моделдегенде,
оның фазалық сипатына назар аударған дұрыс:

1. Лоренц жүйесінің r параметрінің 0 < r < 1 арасындағы өзгеруін зерттеп,
оның аттракторын тауып, жүйенің тұрақты қозғалмайтын нүктесін анықтау.

2. Лоренц жүйесінің r параметрінің 1 < r < 13,926 арасындағы өзгеруін
зерттеп, оның тұрақсыздыққа соқтыратын нүктесін анықтау,
аттракторларының қозғалмайтын нүктелерде болатынын көрсету және
олардың санын анықтау (стационарлы нүкте үшін алынған сандық мәндерінің
аналитикалық жолмен алынған мәнмен бірдей болатынын көрсету). Фазалық
траекторияның тұрақты нүктеге спирал бойынша тартылуы, және r
параметрінің мәні үлкен болған сайын спирал қанатының ұлғаюы.

3. Лоренц жүйесінің r параметрінің r ≈ 13.926 нүктесіндегі спиралдың
өзгеруі.

4. Лоренц жүйесінің r параметрінің 13.926 < r < 24.06 аралығында
стационарлы нүктелерін анықтау және траекториясын зерттеу.

5. Лоренц жүйесінің r параметрінің r ≈ 24.06 нүктесіндегі стационарлы
нүктелерін анықтау және траекториясын зерттеу.

6. Лоренц жүйесінің r параметрінің r ≈ 24.74 нүктесіндегі стационарлы
нүктелерін анықтау және траекториясын зерттеу.

7. Лоренц жүйесінің r параметрінің 24.74 < r < 148.8 аралығында
стационарлы нүктелерін анықтау және траекториясын зерттеу.

8. Лоренц жүйесінің r параметрінің 148.8< r <500 аралығында
стационарлы нүктелерін анықтау және траекториясын зерттеу.

Э. Лоренцтің дифференциалдық теңдеулер жүйесін компьютерлік
моделдеу және оны сандық есептеу нәтижесінде, Лоренц аттракторының
барлығын және жүйенің траекториясының r параметрінің өзгеруіне сәйкес
спиралды тұзақ болатынын көрсету қажет. Сонымен қатар, стационарлық
нүкте мен шектеулі циклдан өзгеше қозғалыстың жаңа стационарлық күйін
қарастырып, дифференциалдық теңдеулер жүйесін сандық әдістемемен
шешуде Рунге-Кутта әдістемесін қолданамыз.
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