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Рассматривается новая «модельная» задача теоретической механики – 

плоская задача четырех неподвижных центров, два из которых лежат на оси 
 , а два других на оси  на произвольном расстоянии друг от друга.  
Она относится к классу так называемых модельных задач небесной 

механики, позволяющих выполнить необходимые расчеты достаточно просто 
(в первом приближении) и являющихся в то же время основной для 
построения точных аналитических теорий движения тех или иных 
материальных объектов (небесных тел).  

Рассмотрим нестационарную задачу четырех неподвижных центров и 
покажем, что задача сводится к квадратурам. Рассмотрим движение 
материальной точки Р в нестационарном гравитационном поле: 
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в которой  - массы неподвижных центров,  - 
радиус-векторы от точки Р до рассматриваемых центров и соответственно 
равны: 

,   
,     (2) 

а   - гравитационная постоянная. 
Выберем неподвижную систему координат О  неподвижные центры 

Р1 и Р3 на оси  O’x’, а неподвижные центры Р2 и Р4  на оси О’y’ на 
произвольном расстоянии друг от друга, таким образом все эти центры 
располагаем на плоскости П.  

Уравнение движения материальной точки при наличии 
дополнительной силы пропорциональной скорости тела имеет вид: 

     

     (3) 

где  - непрерывная функция времени. 



 Перейдем к новым переменным х и у по формулам: 
,       (4) 

в которых 
,  ,   

где  - постоянная. 
Если в уравнении (2) согласно [1] положить 

   (5) 
Тогда в новых переменных: 

,  
,    (6) 
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Функция  
     (8) 

Дифференциальные уравнения движения (3) в новых переменных х, у 
запишутся в виде: 

 

     (9) 

Полагая  
      (10) 

Можно систему (9) записать в полуканонической форме, который 
имеет вид: 

, 

,        (11) 

где  
,  ,     (12) 

Производя замену переменных Рх, Ру в форме: 
, ,     (13) 

Мы запишем уравнение (11) в канонической форме: 
, 

,     (14) 

где 



      (15) 

При выполнении условия  
 

, .    (16) 
который удовлетворяет соотношению  

,      (17) 

И тогда уравнение (15) запишется в явном виде  
    (18) 

Теперь перейдем к сфероидальным координатам u и υ по формулам : 
, ,     (19) 

то в новых переменных u, υ: 
,  

,    (20) 
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   (21) 

где 
 

   (22) 
и уравнения Гамильтона примут вид: 

, ,   (23) 

Тогда в новых канонических переменных  
   (24) 

a 

 
       (25) 

Вид силовой функции  и  в новых переменных таков, что система 
(23) удовлетворяет условия теоремы Луивиля, а потому и интегрируется  в 
квадратурах. 

Гамильтонову (24) соответствует уравнение Гамильтона – Якоби, 
который записывается в виде: 

   (26) 

Полагая в этом выражении  
      (27) 

Запишем (26)  в следующей форме: 

   (28) 



Полный интеграл уравнения (28) ищем в виде 
,     (29) 

где  - постоянная,  - функция имеет вид: 

 
Действительно, уравнение (28) будет удовлетворено выражением (29), 

если мы положим [3]: 

, 

.   (30) 

где  - произвольная постоянная. 
 
Полагая  

,     (31) 
,    (32) 

И интегрируя (30), мы найдем  и , а затем решение  (29) запишем в 
виде: 

,    (33) 
Зная  найдем общий интеграл системы (12) по формулам [4,5]: 

, , ,    (34) 

где  – новые произвольные постоянные. 
Вычисляя частные произвольные (34), мы напишем общий интеграл 

задачи следующим образом. 
, 

,     (35) 

,      (36) 
 

Таким образом, уравнение (35), (36) дают полное решение 
рассматриваемой нестационарной задачи с потенциалом (1) и при наличии 
дополнительной силы пропорциональной скорости.  
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