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ҮШБҰРЫШТЫҢ ТАМАША НҮКТЕЛЕРІ

Темір Ә.Қ.

Апполония шеңберлері және  Торричелли нүктелері.
А және В –кез келген нүктелер болсын. Х нүктесінің геометриялық

орны,  АХ ⁄ ВХ қатынасы  тұрақты  болатындай және (κ>0,κ≠1) –ға тең
болатындай шеңбер болатынын дәлелдейік. Декарттық координаталар
жүйесін келесі тәсілмен енгізейік, ОХ осі АВ түзуімен беттесетін болсын, ал А
нүктесі координата басы болсын , В=(1,0). Егер Х=(х, у) қандай болса да,
мына теңдік орындалады,

АХ ⁄ ВХ= κ, онда ).)1((, 22222222 yxyxBXАХ  
Бұл теңдеу центрі мынадай болатын шеңберді өрнектейді
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 радиусы Салынған шеңбер Аполлония шеңбері деп аталады.

Әрбір үшбұрышпен Аполлонияның үш шеңберін байланыстыруға
болады олар мына шартпен беріледі:

Тұжырым1.
Теңқабырғалы емес үшбұрышпен байланысты .Аполлонияның үш шеңбері
екі нүктеде қиылысады, яғни әрқайсысы арқылы өтетін екі нүкте бар болады.
Дәлелдеу. Р-нүктесі- үшбұрыштың А және В төбелері арқылы өтетін
Аполлония екі шеңберінің қиылысу нүктесі болсын .Онда
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теңдіктері шығады.
Тұжырым2. Р нүктесі- Аполлония шеңберлерінің қиылысу нүктелерінің

бірі болсын, СрВрАр ,, - ВС, СА және  АВ  түзулеріне түскен оның сәйкес
проекциясы болсын.  Онда үшбұрыш АрВрСр -теңқабырғалы болады.

Дәлелдеу. ,90 АСрРАВрР болғандықтан СрРВрА ,,, -нүктелері бір
шеңберде жатады. АР кесіндісі- осы шеңбердің диаметрі және синустар
теоремасы бойынша,

АРВрСр  sin .      Осылайша ,sin ВРСрАр  sinСРАрВр 

Егер R –АВС үшбұрышына сырттай сызылған шеңбердің радиусы
болса, онда
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Осылайша .1
АрВр
СрАр болатыны дәлелденеді.

Ендеше АрВрСр -үшбұрышы тең қабырғалы болады.
АВС үшбұрышының қабырғасының сыртына үш тең қабырғалы АВС1,

АВ 1С және А 1ВС үшбұрыштарын салайық. Онда АА 1 , ВВ 1 және СС 1

түзулері бір нүктеде қиылысады, ол нүктені Торричелли нүктесі деп атайды.
Брокар нүктелері.

АВС үшбұрышының ішінде жатқан  Р нүктесі,  бірінші Брокар нүктесі
деп аталады, егер РВАРСВРАС  .

Брокар бұрышы.
P және  Q – АВС үшбұрышының сәйкес бірінші және екінші Брокар

нүктелері болсын .
РВАРСВРАС 1 , QBCQCAQAB 2

21   болатынын дәлелдейік. Алдыңғы тақырыптағыдай, А1нүктесін
салайық. Өзіміз анықтағандай, Р нүктесі  АА1 кесіндісінде жатады.

  1801АВА , болғандықтан АС және ВА1 түзулері параллель
болады.  K және  L нүктелері–АС түзуіне В және А1 нүктелерінен түсірілген
сәйкес перпендикулярдың табандары болсын.  K  нүктесі АС кесіндісінде
жатады,  оның созындысында емес (басқа жағдайлар осылайша талданады).
Сонда ВК=А1L  теңдігінен мына теңдікті аламыз:

 ctgctgctg
BK
CK

LA
CL

BK
AK

LA
ALctg 

11
1 .

1 бұрышы анықтама бойынша, АВСүшбұрышының кез келген

бұрышынан кіші болғандықтан  90-тан да кіші болады,  онда шамасы
бойынша 1ctg 1 бұрышы аықталатыны анық. Брокардың екінші нүктесімен
анықталатын бұрыш үшін біз тура сондай өрнек аламыз, сондықтан 21   .

Бұл бұрыштардың теңдігінен,  бірінші және екінші Брокар нүктелері
изогональ түйіндес екені шығады.

21   бұрышын  АВС үшбұрышының Брокар  бұрышы деп

атайды. Брокар  бұрышы үшін де келесі өрнекті алуға болады:



)sin()sin()sin(sin3   . Шынында да  АВР, ВСР, және САР
үшбұрыштарына қолданылған синустар теоремасы бойынша,
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Қорытынды: Бұл жұмыста үшбұрыштың ішкі бұрыштарының кейбір
қасиееттері қарастырылған.

Кейбір нүктелер математиканың мектеп курсынан белгілі,
олар-медиана, биіктік ,биссектрисалардың қиылысу нүктелері, бірақ
биіктіктерінің қиылысу нүктесі барлық үшбұрыштар үшін үшбұрышқа тиісті
бола бермейді.

Жұмыста мына ұғымдар оқылып-үйренген:
-Брокар бұрышы
-Аполлония шеңберлері және Торричелли нүктелері
Алынған нәтижелер:

-Кез келген үшбұрышқа бірінші Брокар нүктесінің практикалық салу
алгоритмі келтірілген.

-Кез келген үшбұрышқа екінші Брокар нүктесінің практикалық салу
алгоритмі келтірілген.


